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INTRODUCCION

GeoGebra es un programa especificamente creado como ayuda al aprendizaje y
ensenanza de las Matemaéticas. Inicialmente disenado para facilitar la observaciéon de
las construcciones y propiedades de los objetos de geometria elemental y analitica
en los niveles secundarios, hoy es un indiscutido referente mundial como magnifica
herramienta para el estudio y exploraciéon de muchos objetos matematicos de diver-
sa indole, ya sea por parte de alumnos como de profesores e investigadores. En este
articulo nos centraremos en cémo podemos aprovechar la combinacién de las pro-
piedades Rastro y Color Dindmico para crear un poderoso artilugio de exploracién
de las relaciones existentes (y posiblemente ocultas) entre los objetos representados
en cualquier tipo de grafica.

Naturalmente, el formato papel con imédgenes en escala de grises no resulta el
medio més idéneo para experimentar y analizar los archivos de GeoGebra que han
originado las distintas imégenes que se intercalan en este articulo (y que, desde ahora,
rogamos al lector imagine a todo color). Aquellos lectores que deseen manipular las
construcciones que han originado estas imagenes, pueden descargar esos archivos en
la direccién http://wuw.geogebra.es/ggb.zip.

1. LA PROPIEDAD RASTRO

1.1. HUELLAS DE COLOR

Los objetos con representacion gréfica creados con GeoGebra (puntos, rectas,
poligonos, cénicas, funciones, curvas implicitas, etc.) poseen un color predetermina-
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Figura 1: Proceso animado del rastro de color de dos circunferencias de igual radio
que se contraen al unisono. Observemos la apariciéon de la mediatriz del segmento
que une sus dos centros.

do, segun sea su tipo. Este color puede ser modificado a gusto del usuario, tanto de
forma predefinida como a posteriori.

Ademads, cada objeto puede ser configurado, mediante la activacién de su propie-
dad Rastro, para que, al moverse, deje un rastro de su anterior posicion. Es decir, al
activarse esa propiedad, todos los puntos del objeto marcan con el color que poseen
en ese momento cada uno de los pixeles correspondientes a la posicién que ocupan en
la pantalla. Al moverse el objeto, podemos observar el rastro de color que ha dejado
tras si, marcando todas y cada una de las posiciones alcanzadas por el objeto en su
movimiento. Veamos algunos ejemplos de aplicacién directa de esta propiedad.

1.2. MEDIATRICES

Imaginemos que partimos de dos puntos arbitrarios y distintos del plano. Toman-
do como centro cada uno de ellos, trazamos sendas circunferencias de igual radio y
activamos el Rastro de ambas circunferencias. Ahora, las contraemos a la vez, a igual
velocidad. Cada circunferencia pisard el rastro dejado por la otra en los puntos méas
cercanos a su centro (por ser estos alcanzados, en la contraccién, con posterioridad),
de tal modo que, finalmente, cada pixel afectado recibira el color de la circunferen-
cia con centro mas préximo a su posicion. Como consecuencia, al final del proceso,
percibiremos una frontera de color correspondiente a la mediatriz del segmento que
une esos puntos (figura 1).

Observemos que, realmente, la mediatriz no existe. Es un patrén de cambio de
color el que produce esa percepcién visual. Dicho de otra forma, no hemos usado
ningin tipo de método constructivo para crear el lugar geométrico correspondiente
a la mediatriz. Su visualizacién se debe tan solo a que los distintos pixeles conservan
el color correspondiente a la circunferencia del centro méas cercano.
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Figura 2: Diagrama de Voronoi, a punto de ser completamente generado mediante
rastros de colores.

1.3. DIAGRAMAS DE VORONOI

Aumentemos el nimero de puntos y, de igual modo, centremos en cada uno de
ellos una circunferencia de radio igual y suficientemente amplio, con el rastro activo
y color diferenciado. Al contraer simultdneamente todas las circunferencias hasta
alcanzar sus centros obtendremos, finalmente, el diagrama de Voronoi correspon-
diente. Es decir, apareceran diferenciadas las regiones formadas por los puntos mas
préximos a cada punto dado. Esto se debe, de nuevo, a que el color del rastro super-
viviente siempre sera el correspondiente a la circunferencia cuyo centro se encuentre
més préximo (figura 2).

Si el lector no ha intentado nunca encontrar por si mismo el diagrama de Voronoi
correspondiente a unos cuantos puntos, le invitamos a hacerlo. Seguramente, después
de varios ensayos, concederd que no resulta una tarea tan sencilla como podria
parecer, especialmente cuando el nimero de puntos se incrementa considerablemente.
Sin embargo, el uso del rastro de color de GeoGebra ha permitido su visualizacién en
segundos, independientemente del ntimero de puntos... jy sin necesidad de seguir
ningin algoritmo! Recordemos que ni siquiera ha sido necesario conocer como se
traza una sola de las mediatrices que entran en juego.

1.4. DIAGRAMA DE VORONOI CON DISTANCIA TAXICAB

También podemos variar la métrica, tomando por ejemplo la distancia tazi (dis-
tancia Manhattan o Taxicab), en donde los puntos que equidistan del centro ya no
estdn sobre circunferencias sino sobre cuadrados (figura 3). Observemos de paso que
el maximo ntmero de lados de cada celda, que en el anterior diagrama era 6, ahora
es mayor.

1.5. DIAGRAMA DE VORONOI BAREMADO

Basta anadir coeficientes variables que multipliquen a los radios de las circunfe-
rencias para obtener otra generalizacion del diagrama de Voronoi, en donde ahora
las fronteras son arcos de circunferencia (figura 4).
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Figura 3: Diagrama de Voronoi con distancia tazi, casi completamente generado.

Figura 4: Diagrama de Voronoi baremado, a punto de ser ultimado.

1.6. DIAGRAMA DE VORONOI LEJANO

Como 1ltimo ejemplo de este tipo, si en vez de contraer las circunferencias las
expandimos, obtendremos el diagrama de Voronoi lejano, es decir, las regiones for-
madas por los puntos que distan més de uno dado que de todos los demds (figura 5).
Ahora no todos los puntos iniciales tienen una celda asociada, sino que solo la ten-
dran aquellos que formen parte del cierre convexo, es decir, sean vértices del poligono
convexo de menor area que contiene a todos los puntos.

2. LA PROPIEDAD COLOR DINAMICO

2.1. EL coLor RGB

Ahora necesitamos estudiar con mas detalle cémo asigna GeoGebra un color a
un objeto. Por color entenderemos un color-luz, tipico de las pantallas electrénicas,
en contraposicién con la idea de color-pigmento, usual en la pintura tradicional. Uno
de los estandares de color-luz mas extendidos en las actuales artes graficas es el
que resulta de la sintesis de las intensidades de tres canales independientes, los tres
colores primarios de la luz: rojo (Red), verde (Green) y azul (Blue), conocido como
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Figura 5: Diagrama de Voronoi lejano.

Figura 6: Los tres canales R, G, B de color-luz.

modelo RGB. Aunque GeoGebra también permite otros modelos de color (HSV y
HSL), en este articulo solo nos referiremos al modelo RGB (figura 6).

Podemos considerar el color RGB como un vector 3D, cuyas componentes {Rojo,
Verde, Azul} varfan entre intensidades del 0% al 100 %. Habitualmente, se reserva
1 byte (8 bits) para cada una de estas intensidades, lo que se traduce en que ese
porcentaje viene representado por un nimero entero entre 0 (byte 00000000) y 255
(byte 11111111).

2.2. LoSs cANALES DE COLOR DINAMICO EN GEOGEBRA

Por su parte, GeoGebra no asigna un niimero entero entre 0 y 255 a cada canal
de color de un objeto. En su lugar, usa un nimero decimal en el intervalo [0,1]. Como
podemos adivinar, basta dividir entre 255 cada valor de la anterior asignaciéon para
obtener esta otra. Los motivos para esta variacién del estandar informatico hay que
buscarlos en el cambio de base. En informatica se usa preferentemente la base 2, y sus
potencias. En matematicas, nuestra base 10 es la méas frecuente. Como consecuencia,
los intervalos [0,100], [0,10] y [0,1] ganan puntos frente al [0,255]. Més atn, debido
tanto al recorrido positivo de algunas funciones elementales (seno, coseno, random,
probabilidad. ..) como a su simplicidad, no es extrafio que se haya optado por el
intervalo [0,1].



530 LA COLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL

La propiedad Color Dindmico de los puntos de GeoGebra (accesible a través de
las Propiedades Avanzadas de cada punto) consta pues de tres valores numéricos,
cada uno de ellos variable entre 0 y 1, que corresponden a la intensidad de cada color-
luz primario presente en su color combinado. Es decir, forman un conjunto {Rojo,
Verde, Azul} de valores correspondientes al tanto por 1 de color en cada canal RGB.
Por ejemplo, {1,0,0} corresponde al color rojo puro (color-luz resultado de combinar
100 % rojo, 0 % verde y 0 % azul). En la siguiente tabla se puede apreciar (agrupados
por complementarios) el color resultado de la eleccién de algunos valores en estos
canales RGB:

| R | G| B | sSitesis [ R | G [ B | Sintesis |
1 1 1 Blanco 0 0 0 Negro
0.67 | 0.67 | 0.67 | Gris claro | 0.33 | 0.33 | 0.33 | Gris oscuro
1 0 0 Rojo 0 1 1 Cian
0 1 0 Verde 1 0 1 Magenta
0 0 1 Azul 1 1 0 Amarillo

2.3. CoLOR DINAMICO DE UN PUNTO

En cada uno de los canales RGB asociados a un objeto cualquiera creado con
GeoGebra, no solo podemos introducir un valor numérico estatico, sino también
cualquier expresiéon numérica variable. Consideremos ahora el caso en que esta po-
sible variabilidad se realiza en funcién de las coordenadas de un punto P, por ser el
de mayor interés para nuestros propésitos. Denominaremos a esta expresion e(P),
ya sea constante o variable.

Veamos un ejemplo. Podemos cambiar dindmicamente el color de las caras de
un poliedro regular, asignandoles colores dindmicos que dependan de la posicién del
foco P de luz. Para ello, basta calcular el dngulo entre el vector normal a cada cara
del poliedro (con sentido alejéndose del centro del poliedro) y el vector que une el
centro del poliedro con el foco de luz. Solo falta asignar a cada canal de color una
expresion cuyo valor, entre 0 y 1, sea tanto mas grande cuanto méas pequeno sea ese
angulo (figura 7).

A medida que intentamos aplicar el método a otros ejemplos como este, encontra-
mos un posible problema. Si colocamos directamente e( P) en cada canal de color, en
muchos casos no obtendremos un valor valido entre 0 y 1. En esos casos, GeoGebra
reduce interna y automaéticamente tal valor usando la funcién de variable real

c(e(P)) =1 —abs(1 — e(P) + 2floor(e(P)/2)),

lo que equivale a seguir la siguiente norma:

1. Si e(P) no estd entre 0 y 2, toma su resto médulo 2.
2. Si e(P) (o su resto médulo 2) estd entre 1y 2, toma 2 — e(P).

El motivo de esta regla es evitar discontinuidades de color. Viendo la grafica (figura 8)
de la funcién y = ¢(x), podemos observar que tal comportamiento periédico de los



LA GACETA x SECCIONES 531

Figura 7: Caras con color dindmico.

Figura 8: La funcién periédica y = ¢(z) asigna a cada ndmero real un valor entre 0 y 1.

valores ingresados en los campos RGB del Color Dindmico provocan que cualquier
valor de e(P) coincida con e(P)+2m, para cualquier niimero entero m. En particular,
cada vez que e(P) es par, ¢(P) se reduce al valor 0. En el siguiente apartado veremos
las dificultades que esto puede acarrear y coémo solventarlas.

3. COMBINACION DE LAS PROPIEDADES RASTRO Y COLOR DINA-
MICO

3.1. PERIODICIDAD DEL COLOR DINAMICO

Como ya se ha senalado, cada canal RGB del color dindmico de GeoGebra tiene
un comportamiento periédico. Si construimos un punto P y un segmento perpendi-
cular al eje OX que contenga a P y le asignamos a ese segmento el color dindmico
RGB = {0, z(P), 0}, entonces, al activar el rastro de la recta y moverla, obtendremos
una distribucién de color que sigue el patréon que muestra la figura 9.

Ahora bien, supongamos que tenemos dos puntos fijos A y B. Al asignar el valor
0 al canal Rojo y Azul, e introducir, como condicién para el canal Verde,

e(P) = Distancia[P, A] — Distancia[P, B],

el valor de ¢(e(P)) sera 0 no solo cuando la distancia de P al punto A sea la misma que
al punto B, sino también cada vez que la diferencia entre ambas sea un nimero par,
apareciendo en negro una familia de hipérbolas en vez de Unicamente la mediatriz
del segmento AB (figura 10).
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4 3 2 -1 Jo 1 2 3 4

Figura 9: Patron periédico generado por un segmento vertical con el valor del canal
de color Verde en funcién de la abscisa. Las zonas méas oscuras corresponden a bajas
intensidades del color verde.

Figura 10: Rastro dejado por el punto P al moverlo en la regién circundante a los
puntos A y B.

Figura 11: Rastro dejado por el punto P usando la condicién de color como exponente.

Para evitar este inconveniente, no colocamos directamente la condicién e(P)
como valor del canal Verde, sino que en su lugar ingresamos la expresion

27 (—abs(e(P))).

De esta forma, solo cuando e(P) sea 0 el valor resultante RGB serd {0,1,0} (color
verde), estando tanto mds cerca del verde puro (figura 11) cuanto menor sea en valor
absoluto e(P). Naturalmente, la base 2 puede ser sustituida por cualquier otra como
e, 3, 10...

La gréfica de la funcién y = 2717 es la que aparece en la figura 12, por lo que
al realizar la sustitucién obtenemos, en lugar de la figura 9, la distribuciéon de color
que aparece en la figura 13.

De modo anélogo, si introducimos la misma expresién en los tres canales, Rojo,
Verde y Azul, obtenemos que el color del rastro serd blanco puro (es decir, {1,1,1})
solo cuando e(P) = 0.
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Figura 12: Grafica de la funcién y = 27,

Figura 13: La funcién exponencial rompe la periodicidad del canal de color.

Figura 14: El punto A aparece rodeado de rastros azules; el punto B, de rastros verdes.

Si deseamos mas policromia, basta asignar diferentes expresiones algebraicas a
cada canal de color. Por ejemplo:

Rojo: 27 (—abs(Distancia[P, B] — Distancia[P, 4])),
Verde: 27 (—abs(1 — Distancia[P, B]/ Distancia[P, A])),
Azul: 27 (—abs(1 — Distancia|P, A]/ Distancia[P, B])).

Observemos que cuando las distancias de P a A y de P a B sean iguales, el valor
numérico RGB continuard siendo {1,1,1}, es decir, blanco (figura 14). El uso de
mas de un color, ademéas de mejorar la estética, es especialmente 1til cuando quere-
mos diferenciar otras caracteristicas de la expresién o expresiones usadas, como sus
signos, o bien cuando deseamos establecer simultdneamente hasta tres condiciones
esencialmente diferentes, una para cada canal de color.

Es importante senalar que la expresion que condiciona el color no debe ser una
funcién discreta, sino continua. Es decir, no debemos intentar visualizar inicamente
los puntos en donde se verifica con total exactitud! que e(P) = 0, sino un gradiente
de intensidades correspondiente a la cercania a esa exactitud. Esta caracteristica

1Como se conseguiria, por ejemplo, con el uso del comando condicional de GeoGebra en cada
canal de color: Sife(P)==0,1,0].
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Figura 15: Rastro de color en la gréafica de una funcién, segiin sea su signo y los de
sus funciones derivadas (primera y segunda).

es fundamental para servirnos de esta herramienta como ayuda en la exploraciéon
de relaciones entre los distintos objetos implicados. Ademas, podemos modificar la
funcién y = 27171 con un pardmetro k que nos permita modificar la densidad del
gradiente de color, simplemente afiadiéndolo como factor del exponente:

27 (—k abs(e(P))).

Resumiendo, el rastro de color dindmico ayuda a visualizar cualquier lugar ba-
sandose en el principio de que puntos suficientemente cercanos a cumplir la condicién
apareceran suficientemente resaltados, lo que indica la probable cercania del lugar
buscado.

3.2. ALGUNAS APLICACIONES SENCILLAS
3.2.1. DIFERENCIACION DE SIGNOS

La primera utilidad del color es la diferenciacién de regiones atendiendo a una
0 mas propiedades o relaciones. Como ejemplo, la figura 15 muestra la grafica de
una funcién descompuesta en distintos intervalos. (Resulta tentador proponer a los
alumnos de bachillerato que descubran qué propiedad distingue unos trozos de otros.)

3.2.2. CALEIDOSCOPIO

La figura 16 muestra otra aplicaciéon inmediata, esta vez en forma de caleidoscopio
interactivo. La imagen es el resultado del movimiento manual de un solo punto, el
tnico que la construccion permite mover directamente con el ratén, es decir, el tinico
punto libre. Pero, en cada instante, tanto él como todas sus sucesivas reflexiones en
la trama de rectas dejan una huella con el mismo color.

3.2.3. FAMILIA DE CURVAS

El rastro de color también nos permite contrastar facilmente similitudes y di-
ferencias en graficas que obedecen a un mismo modelo general, como las familias
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Figura 17: El rastro de color ayuda a visualizar el patrén que sigue una familia de
curvas.

de curvas. En la figura 17 se muestra una visualizacién de la familia f(z,y) =
100[xy(2?y + y? — 2?) — n], para valores de n entre —10 y 10, con incremento 0.25.

3.3. LA POTENCIA EXPLORADORA DEL RASTRO DE COLOR DINAMICO

El procedimiento descrito permite visualizar puntos o lugares geométricos desco-
nocidos. .. jsin necesidad de construir ni un punto del lugar! Solo necesitamos saber
expresar la condicién que deben cumplir los puntos del mismo.

Este modo de empleo del rastro de color dindmico es realmente potente, como
podremos apreciar en los siguientes ejemplos. Simplemente barriendo la pantalla, el
lugar geométrico aparece, como por arte de magia, ante nuestros ojos.

Por ejemplo, al estudiar el comportamiento de dos segmentos previamente cons-
truidos (bisectores interno y externo [1]) en un tridngulo bdsico —dos de cuyos
vértices son (0,0) y (1,0)— observamos c6mo aparece la figura en forma de ldgrima
que corresponde al lugar geométrico en el que ambos segmentos tienen la misma
longitud (figura 18).
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Figura 19: Efecto Kanizsa.

3.4. ILUSION DE KANIZSA

En realidad, intuimos la figura en forma de ldgrima mucho antes de que el trazo
blanco sea continuo, gracias a un fenémeno de percepcién visual conocido como
ilusién de Kanizsa (figura 19), un efecto de contorno subjetivo ([2]). Nuestra mente
tiende a unir los segmentos rectos presentes en los circulos, estableciendo un puente
entre ellos, un contorno virtual que nos produce la impresién de estar visualizando
dos cuadrados superpuestos, o una estrella octogonal, donde no hay trazo de nada.

Al ir apareciendo el rastro de color, este efecto ayuda a trenzar rapidamente unos
puntos con otros de similar tonalidad, dirigiendo la mano hacia el lugar geométrico
que deseamos encontrar.

4. CREACION DE UN ESCANER

4.1. ANADIENDO UN DESLIZADOR

El rastro de color dindmico es una herramienta poderosa para la investigacion.
Sin embargo, el movimiento manual del punto que deja el rastro resulta bastante
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Figura 20: Imagen del conjunto de Mandelbrot, creada por el rastro de un solo punto.

incémodo, a la vez que impreciso. Gracias a la herramienta de GeoGebra Deslizador,
podemos animar automéaticamente ese punto, de forma que recorra linea tras linea
los pixeles de la pantalla. En la figura 20 aparece la primera imagen obtenida con
este procedimiento ([3]).

4.2. ARNADIENDO LA HoJa DE CALCULO

El problema de las figuras asi creadas es que tardan mucho en aparecer. El punto
que va dejando el rastro tiene que ir linea tras linea recorriendo la pantalla. La
imagen de la figura 20 tardé cuatro horas en generarse de esta forma.

El comando Secuencia, uno de los mas poderosos con que cuenta GeoGebra, no
nos puede ayudar en este caso. Este comando crea un objeto que es una lista de
valores. Pero sigue comportdndose como un tnico objeto lista. Para colorear varias
filas a la vez necesitamos una coleccion de puntos independientes, cada uno con su
correspondiente color dindmico y su rastro activado.

La aparicion, en posteriores versiones de GeoGebra, de una nueva y practica
ventana, la Hoja de Cdlculo, eliminé esa dificultad, pues, al contrario de lo que
sucede con las hojas de calculo convencionales, no solo permite la introducciéon en
cada celda de valores numéricos o férmulas, sino también de cualquier objeto de
GeoGebra. Gracias a ella, a partir del punto que deja rastro es muy sencillo crear
una columna de puntos que lo acompanen. El escadner consiste pues en una columna
de n puntos By,..., B,. Estos puntos, muy préximos, se animan automéaticamente
mediante el mismo deslizador, procediendo a un avance horizontal —pixel a pixel—
con solo pulsar un botén. En su avance, la propiedad Muestra Rastro de GeoGebra
estd activada, por lo que en la pantalla irdn apareciendo los distintos colores que cada
punto adquirié en cada una de las posiciones escaneadas, configurando finalmente
un mapa de color. Cada uno de estos colores queda determinado por la propiedad
Color Dindmico de ese punto, que, como hemos visto, a su vez estd determinada por
el valor de e(P).
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Figura 21: Tres condiciones distintas, una para cada canal de color.

Figura 22: Distribuciéon aleatoria.

En resumen, el escaner permite el mapeado del plano descubriendo aquellos lu-
gares donde se cumple una determinada relacién o propiedad, incluso desconociendo
la forma de construir tal lugar geométrico.

4.3. ALGUNOS EJEMPLOS
4.3.1. TRES RECTAS

En la figura 21 aparece un ejemplo del escdner en acciéon. En este caso hemos
empleado tres condiciones diferentes, una para cada canal RGB: {z(P), y(P),z(P)—
y(P)}. Al aproximarse estas expresiones al valor cero, se visualizard, respectivamen-
te, el eje OY, el eje OX y la gréafica de la funcién identidad.

4.3.2. UN MAPA ALEATORIO

Basta sustituir las anteriores expresiones por la condicién (la misma en todos
los canales) random() 4+ 0z(B;) para obtener la figura 22. (Nota: el sumando nulo
0x(B;) sirve para obligar a GeoGebra a recalcular toda la expresién cada vez que
varie la posicion del punto B;; sin él, una vez calculado un ntimero pseudoaleatorio,
su valor permaneceria constante a lo largo de toda la animacion.)
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Figura 23: Velocidad de convergencia en el conjunto de Mandelbrot.

4.3.3. EL CONJUNTO DE MANDELBROT

En la imagen del conjunto de Mandelbrot de la figura 23, el color indica la
velocidad de convergencia de las potencias del nimero complejo. En concreto, los
canales RGB son exponenciales del tipo y = e~ 1#l, donde cada exponente x es,
respectivamente, el médulo del complejo resultante tras 10, 14 y 18 iteraciones. Como
suele pasar al representar muchos fractales, la imagen resultante, a todo color, es
sencillamente (o complejamente) espectacular.

4.3.4. CUATRO RECTAS CONCURRENTES

Veamos otro ejemplo, ahora contemplando todo el proceso tipico de exploraciéon
y descubrimiento. Vamos a usar el escaner para intentar averiguar qué cuadrilate-
ros poseen la propiedad de que concurren las cuatro rectas de Euler de los cuatro
tridngulos que se pueden formar con sus vértices.

Para ello, partimos de un tridngulo ABC, que consideraremos fijo, y anadimos
un cuarto punto libre D. Creamos las rectas de Euler de los cuatro tridngulos BC'D,
ACD, ABD y ABC, y calculamos las dreas de los triangulos que forman al cortarse
entre ellas. Las rectas serdn concurrentes cuando esas dreas sean nulas (figura 24).
Cada punto B; del escaner hara las veces del cuarto vértice D del cuadrilatero
ABCD.

Tras pasar el escaner, podemos comprobar que el lugar buscado pasa por los
centros del tridngulo ([4]) X1 (incentro), X3 (circuncentro), X4 (ortocentro), X13
(punto de Fermat o 1.°" punto isogénico), X14 (2.° punto isogénico), X15 y X16
(isogonales de X13 y X14). Ademds, pasa —entre otros— por los exincentros, las
reflexiones de A, B y C sobre los lados opuestos, los vértices de los triangulos equi-
lateros construidos sobre los lados. .. (figura 25).

Toda esta informacién sefiala a la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC
y a la ctubica de Neuberg (figura 26, [5]) como el lugar geométrico al que debe
pertenecer el cuarto vértice D para que concurran las rectas de Euler del cuadrilatero
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Figura 24: ;Cudndo concurren las cuatro rectas de Euler? El escdner nos senala el lugar.

Figura 25: Centros del tridngulo y otros puntos notables por los que pasa el lugar
geométrico buscado.

Figura 26: La circunferencia circunscrita y la cibica de Neuberg.

ABCD. Podemos asi concluir que, para cumplir esa condicién, el cuadrilitero ABC' D
debe ser ciclico o bien uno de sus vértices debe pertenecer a la ctibica de Neuberg
determinada por el tridngulo formado por los otros tres.

4.4. ANALISIS DE IMAGENES ESCANEADAS

GeoGebra permite introducir imagenes de fondo en la ventana grafica. Esto per-
mite que, una vez realizado el escaner, podamos realizar una captura de pantalla,
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Figura 27: Andlisis detallado sobre una imagen.

recortar la parte de la imagen que nos interese y proceder a un andlisis mas detallado
de la misma en una nueva construccién de GeoGebra. Para ello, basta colocarla co-
mo imagen de fondo y construir sobre ella los elementos de comprobacién deseados
(figura 27).

5. ALGUNAS APLICACIONES DEL ESCANER

5.1. DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS

La creacién de los mapas de colores facilita la observacién visual de los puntos
de una regién plana méas préximos a verificar una relacién dada (ya sea algebraica o
geométricamente). Esta visualizacién puede servir de ayuda a la comprensién global
y local de la relacién objeto de estudio. Mostraré algunos ejemplos del uso del escaner
como apoyo didactico en la ensenanza de las matematicas. Estos ejemplos se pueden
encontrar formando parte de las actividades del Proyecto Gauss ([6]).

5.1.1. BISECTRICES, INCENTRO, EXINCENTROS

La figura 28 ([7]) muestra el lugar geométrico de los puntos del plano equidistan-
tes de cada par de lados de un tridngulo. Gracias a los tres canales de color, aparecen
diferenciadas las bisectrices seguin el vértice. La imagen resultante permite apreciar
rapidamente tres aspectos importantes. Por una parte, la perpendicularidad de las
bisectrices interiores y exteriores en cada uno de los vértices. Por otra, los puntos
de corte entre ellas (incentro, exincentros). Finalmente, ofrece una visién global del
lugar geométrico como un todo, es decir, un conjunto de seis rectas determinadas por
un solo tridngulo, que se convierte asi en un tridngulo inscrito dentro de otro mayor
(cuyos vértices son los exincentros y cuyas alturas son las bisectrices interiores). Y
todo ello sin méas que establecer la condiciéon de equidistancia: volvemos a insistir
en que no hemos empleado ningtin método constructivo (tales como los clésicos de
regla y compés).
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Figura 28: Bisectrices, incentro, exincentros.

Figura 29: Foco y directriz de una pardbola.

5.1.2. LA PARABOLA

La figura 29 ([8]) muestra el lugar geométrico de los puntos del plano equidis-
tantes de una recta y un punto dado. En este caso, se aprovechan los canales de
color para distinguir las dos regiones a ambos lados de la pardbola. De esta manera,
la imagen resultante ayuda a interpretar la ecuaciéon de la curva como una frontera
entre ambas regiones planas, es decir, ayuda a reinterpretar una ecuaciéon como un
fragil equilibrio entre dos inecuaciones.

5.1.3. BAJO EL MISMO ANGULO

La figura 30 ([9]) muestra el lugar geométrico de los puntos del plano que forman
con ambos segmentos el mismo dngulo (o, dicho de otra manera, desde los que se ven
ambos segmentos bajo el mismo dngulo). El escdner nos brinda una forma sencilla de
mostrar un ejemplo de lugar geométrico enrevesado y discontinuo. Ademaés, permite
proponer facilmente problemas particulares con condiciones anadidas del tipo jy
si. .. 2; por ejemplo, qué sucede si los segmentos son paralelos, o perpendiculares, o
los cuatro extremos se sitiian en los vértices de un cuadrado, etc.
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Figura 30: Bajo el mismo angulo.

Figura 31: Punto isogénico (punto de Fermat).

5.1.4. PRIMER PUNTO ISOGONICO (PUNTO DE FERMAT)

La figura 31 ([9]) es una continuacion légica de la anterior. Dado el tridngulo
ABC, aplicamos el escaner con la condicién, en cada uno de los canales, de que se
vea cada par de lados del triangulo bajo el mismo angulo. Los tres lugares geométricos
obtenidos, cada uno con su color correspondiente, solo se cortaran en aquel punto
en que los tres lados se vean con el mismo angulo (punto isogénico). Si todos los
angulos del tridngulo son menores que 120°, este punto caerd en el interior del
tridngulo coincidiendo con el punto de Fermat.

5.2. TRAZADO DE CURVAS ALGEBRAICAS

Algunos puntos singulares, o incluso ramas enteras, de algunas curvas pueden no
hacerse visibles mediante el método de trazado tradicional. El escAner puede servir
para volver a hacerlos visibles. En el ejemplo de la figura 32, el origen de coordenadas
de la curva 22 4+ 3% — 23 = 0 no aparece como punto de la curva en su representacion
grafica habitual.
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Figura 32: Un punto escamoteado. A la izquierda, una representaciéon habitual de
la curva. A la derecha, la imagen escaneada.

4

Figura 33: Una rama sin trazar.

En el ejemplo de la figura 33 es toda una rama de la curva 225 — 8y + 62ty = 0
la que normalmente no se visualiza.

Si asignamos colores distinguiendo signos, es decir, diferenciando entre «proximo
a 0 pero positivo (en azul)» de «préximo a 0 pero negativo (en rojo)», podemos
comprender mejor qué sucede en las curvas anteriores (figura 34). Tanto en las
proximidades de la rama como el punto escamoteados la curva no cambia de signo,
se anula sin que esto signifique un cambio de signo. Esto parece despistar al algoritmo
de trazado de curvas implicitas implantado (al menos de momento) en GeoGebra y
otros programas de calculo simbélico.

5.3. DESCUBRIMIENTO DE LUGARES DIFICILMENTE ALGEBRIZABLES

En muchas ocasiones, la grafica del lugar que aparece al pasar el escéaner es
dificil de algebrizar con exactitud. Pero incluso si lo que perseguimos es la expresion
algebraica de un lugar geométrico, la visualizacion que nos ofrece el escaner facilita en
gran medida su busqueda. La forma de la curva o trazos visualizados nos facilitaran
la comprensién de la naturaleza del lugar y el hallazgo de algunos puntos notables
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Figura 34: Estudio de los signos en las proximidades de las curvas de las figuras 32 y 33.

Figura 35: Bisectriz de dos curvas.

o singulares. En la figura 35 el paso del escaner encuentra la bisectriz entre dos
curvas, es decir, el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de ambas
curvas ([10]).

5.4. RECOGIDA DE DATOS

Es mas, el escaner también permite almacenar en una lista las coordenadas de
los puntos escaneados mas proximos al lugar geométrico deseado. Esto resulta parti-
cularmente interesante en aquellos problemas (y son muchos) donde, para trasladar
los resultados obtenidos a una aplicacién préctica, no precisamos de una solucién
exacta, sino de un recorrido suficientemente aproximado. En la figura 36 se muestra
el escaner recogiendo los datos de las coordenadas de la bisectriz de dos curvas. Para
ello usa el siguiente procedimiento:

1. Permite que el usuario predetermine el valor de un épsilon (por llamarle de
alguna forma) antes de realizar el escaneado. En el ejemplo se ha fijado ini-
cialmente su valor en 0.025.

2. Existe una lista que sirve de almacén, vacia inicialmente.



546 LA COLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL

Figura 36: Proceso de recogida y almacenamiento automatico de coordenadas.

3. Otra lista almacena la posicién de los puntos del escaner que, en cada momento
de su avance, estan situados suficientemente préximos a la curva, es decir,
para € > 0, aquellas coordenadas de los puntos B; del escaner que verifican
le(B;)] < e.

4. Usando un breve script (otra gran utilidad de GeoGebra: la posibilidad de
programacién directa por parte del usuario), cada vez que la lista de puntos
suficientemente préximos se actualiza debido al avance del escdner, se van
anadiendo los valores de esta lista a la lista que sirve de almacén.

6. CONCLUSION

La combinacién de herramientas y comandos que brinda el programa GeoGebra
permite la creaciéon de nuevos artilugios que aumentan notablemente el valor que
cada una de las herramientas o comandos tiene por separado. Una de estas com-
binaciones permite construir facilmente un escaner capaz de explorar las relaciones
entre distintos objetos sin necesidad de conocer ni la expresién algebraica del lugar
buscado ni ningin método de construccién especifico. Debido a ello, este escaner
ofrece una gran adaptabilidad como ayuda a la investigaciéon de muy diversos pro-
blemas, ademads de conseguir imagenes de alto valor estético y didactico.

Las imagenes obtenidas se pueden comparar con fotografias aéreas. La cartogra-
fia tradicional ha requerido de complicados y precisos calculos para posicionar los
contornos de accidentes geograficos, por lo que algunas imagenes aéreas del mismo
territorio hubieran sido recibidas por los antiguos cartégrafos como una ayuda ines-
timable, tanto para agilizar el trazado del mapa como para comprender més rapida
y profundamente la naturaleza y orografia del terreno. Gracias al escédner de co-
lor dindmico podemos obtener facilmente imégenes similares, auténticos mapas del
terreno matematico que deseamos explorar o comprender.

Ademas, la visualizacién de las imégenes asi obtenidas puede favorecer enorme-
mente una correcta interpretaciéon de las relaciones existentes entre los elementos
en juego. Incluso disponiendo de un considerable bagaje algebraico, las relaciones
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expresadas mediante simbolos abstractos muchas veces no evidencian todo su al-
cance con la misma facilidad que las imagenes. Es cierto que también es necesario
aprender a interpretar estas tltimas, pero generalmente se precisa de una inversién
mucho menor de tiempo y trabajo para lograrlo.

Por tultimo, el poder conseguir estas imagenes sin necesidad de disponer de alguna
férmula o ecuacién, ni de averiguar primero algiin método constructivo, hace del
escaner de color dindmico una herramienta especialmente valiosa en la investigacion
y descubrimiento de nuevas relaciones.

REFERENCIAS

[1] R. Losapa, T. REcio Y J. L. VALCARCE, On the automatic discovery of
Steiner-Lehmus generalizations, Proceedings of ADG 2010 (J. Richter-Gebert
y P. Schreck, editores), Miinchen (2010), pp. 171-174.

[2] R. LosADA, La Percepcion (seccién 21), http://www.iespravia.com/rafa/
ojo/, 2003.

[3] R. Losapa, Magic color: Ghost constructions, GeoGebra User Forum, http:
//wuw . geogebra.org/forum/viewtopic.php?f=22&t=6175, 2009.

[4] C. KIMBERLING, FEncyclopedia of Triangle Centers, http://faculty.
evansville.edu/ck6/encyclopedia/

[6] B. GIBERT, Catalogue of Triangle Cubics, http://bernard.gibert.
pagesperso-orange.fr/ctc.html

[6] J. L. ALvAREZ Y R. LOSADA, Materiales diddcticos, Proyecto Gauss, http:
//recursostic.educacion.es/gauss/web/, 2010-2011.

[7] R. LosaDA, Bisectrices exteriores y exincentros, Proyecto Gauss,
http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales_didacticos/
eso/actividades/geometria/poligonos/triangulo05_exincentros/
actividad.html

[8] R. LosADA, La pardbola, Proyecto Gauss, http://recursostic.educacion.
es/gauss/web/materiales_didacticos/eso/actividades/funciones/
concretas/cuadratica_1/actividad.html

[9] R. LosADA, Bajo el mismo dngulo, Proyecto Gauss, http://recursostic.
educacion.es/gauss/web/materiales_didacticos/eso/actividades/
geometria/poligonos/viviani_fermat_1/actividad.html

[10] I. Apamou, Curvas y superficies bisectrices y diagrama de Voronoi de una
familia finita de semirrectas paralelas en R3S, tesis doctoral, https://www.
educacion.gob.es/teseo/mostrarRef.do?ref=1044816#, 2013.

RAFAEL LOSADA LISTE, INSTITUTO GEOGEBRA DE CANTABRIA
Correo electrénico: rafael.losada@gmail.com
Péagina web: http://www.iespravia.com/rafa/rafa.htm


http://www.iespravia.com/rafa/ojo/
http://www.iespravia.com/rafa/ojo/
http://www.geogebra.org/forum/viewtopic.php?f=22&t=6175
http://www.geogebra.org/forum/viewtopic.php?f=22&t=6175
http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/
http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/
http://bernard.gibert.pagesperso-orange.fr/ctc.html
http://bernard.gibert.pagesperso-orange.fr/ctc.html
http://recursostic.educacion.es/gauss/web/
http://recursostic.educacion.es/gauss/web/
http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales_didacticos/eso/actividades/geometria/poligonos/triangulo05_exincentros/actividad.html
http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales_didacticos/eso/actividades/geometria/poligonos/triangulo05_exincentros/actividad.html
http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales_didacticos/eso/actividades/geometria/poligonos/triangulo05_exincentros/actividad.html
http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales_didacticos/eso/actividades/funciones/concretas/cuadratica_1/actividad.html
http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales_didacticos/eso/actividades/funciones/concretas/cuadratica_1/actividad.html
http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales_didacticos/eso/actividades/funciones/concretas/cuadratica_1/actividad.html
http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales_didacticos/eso/actividades/geometria/poligonos/viviani_fermat_1/actividad.html
http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales_didacticos/eso/actividades/geometria/poligonos/viviani_fermat_1/actividad.html
http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales_didacticos/eso/actividades/geometria/poligonos/viviani_fermat_1/actividad.html
https://www.educacion.gob.es/teseo/mostrarRef.do?ref=1044816#
https://www.educacion.gob.es/teseo/mostrarRef.do?ref=1044816#

	La propiedad Rastro
	Huellas de color
	Mediatrices
	Diagramas de Voronoi
	Diagrama de Voronoi con distancia taxicab
	Diagrama de Voronoi baremado
	Diagrama de Voronoi lejano

	La propiedad Color Dinámico
	El color RGB
	Los canales de Color Dinámico en GeoGebra
	Color Dinámico de un punto

	Combinación de las propiedades Rastro y Color Dinámico
	Periodicidad del Color Dinámico
	Algunas aplicaciones sencillas
	Diferenciación de signos
	Caleidoscopio
	Familia de curvas

	La potencia exploradora del rastro de color dinámico
	Ilusión de Kanizsa

	Creación de un escáner
	Añadiendo un deslizador
	Añadiendo la Hoja de Cálculo
	Algunos ejemplos
	Tres rectas
	Un mapa aleatorio
	El conjunto de Mandelbrot
	Cuatro rectas concurrentes

	Análisis de imágenes escaneadas

	Algunas aplicaciones del escáner
	Didáctica de las matemáticas
	Bisectrices, incentro, exincentros
	La parábola
	Bajo el mismo ángulo
	Primer punto isogónico (punto de Fermat)

	Trazado de curvas algebraicas
	Descubrimiento de lugares difícilmente algebrizables
	Recogida de datos

	Conclusión

